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Aufgaben zum Aufstellen von Ebenen

Jochen Weber

1.0 Geben Sie eine Parameterdarstellung und die Normalenform einer Ebene E an, die durch

die Punkte A, B und C festgelegt ist.
1.1 A(0/1/2), B(1/0/2), C(3/6/0)

1.2 A(4/3/1), B(5/1/4), C(6/3/2)

2.0 Stellen Sie eine Parameterdarstellung der Ebene E auf, die durch eine Gerade g und

einen Punkt P festgelegt ist.

7 3
21g: x=| -1 |+t -1 | und P(1/4/-2)
-1 3
[ 2 1
22g: x=| 0 [+t 2 und P(0/-4/6)
0 -3

3.0 Stellen Sie eine Parameterdarstellung der Ebene E auf, die durch zwei Geraden g und h

festgelegt ist.

Hinweis: Priifen Sie zuerst, ob die Geraden parallel sind oder sich schneiden.

- 4 2 - 0 2
31g: x=| -1 |+t -1 und h: x=| 1 |+t -1
2 4 1 4

. 1 -2 - -1 2
32g:x=| 4 |[+k| -3 und h: x=| -3 |+t| 1
1 1 2 -1

4.0 Uberpriifen Sie, ob durch folgende Parametergleichungen eine Ebene im Raum

beschrieben wird.

- 1 -1
4.1 x=k| 1 |[+t| O
1 1
- 1 1 -1
42 x=| 0 |[+k|l -1 |+t 1
1 0 0
. 0 1 0 1
43 x=| 0 |+kl 1 |+t -1 |+r] O
2 0 1 1
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5 Bestimmen Sie eine Parametergleichung der Ebene E, die zu den Geraden g1 und g, parallel
ist und durch den Punkt P(-1/0/2) verlauft.

- -1 2 - 0,5 -4
g1 x=| -1 |+k| -1 und g x=| 6 [+t 1
6 1 1 -2

6.0 Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, die durch den Punkt P(3/4/-2) geht und
6.1 parallel zur x1-x2-Koordinatenebene verlauft.
6.2 parallel zur xz-x3-Koordinatenebene verlauft.

7 Gegeben ist die Ebene E: 2x1 — 6x2 + 12x3 — 2 = 0. Bestimmen Sie p1 so, dass P(p1/0/1) in
der Ebene E liegt und priifen Sie, ob R(-2/-1/-2) und Q(-11/2/3) in der Ebene liegen.

8 Betrachtet wird ein Dreieck mit den Eckpunkten A(2/-4/0), B(-3/1/4) und C(-1/2/0).
Ermitteln Sie, ob der Ursprung im Inneren dieses Dreiecks liegt.

9.0 Stellen Sie die Normalenform einer Ebene E auf, die durch den Punkt A(-4/1/3) geht und
9.1 senkrecht zur x;-Achse verlauft

9.2 parallel zur Ebene W: 2x1 — x2 — x3 = 8 verlauft

-2 -3t
10 Gegebensind mit teR g :x=| 3 |+A| 1
1 2t

Zeigen Sie, dass alle Geraden der Schar g in einer Ebene liegen und geben Sie eine
Normalenform dieser Ebene E an.

11.0 In einem kartesischen Koordinatensystem des R® sind in Abhingigkeit der Variablen
- pP—q ~ pP—q

p,qe]R\{O} die Vektoren a=| —-p |undb= p gegeben. (Abitur 2011 BI)
q 2p—q

11.1 Zeigen Sie, dass unabhangig von der Wahl der Werte fiir p und q die Vektoren

aund b senkrecht aufeinander stehen.

Setzen Sie nun p = 2 und q = 1. Daraus ergeben sich mit dem Koordinatenursprung O die
Ortsvektoren a=0A und b=0B fir die Punkte A und B.

11.2 Bestimmen Sie eine Normalengleichung der Ebene E, in der die Punkte A und B sowie
der Koordinatenursprung O liegen. Geben Sie die Ebene E auch in Koordinatenform an.
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12.0 In einem kartesischen Koordinatensystem des R* sind die Punkte P(1;0;0), Q(0;1;0),
R(0;0;1) und Sk(k;k;k) mit ke R\{0] gegeben. (Abitur 2011 BII)

12.1 Berechnen Sie die Werte des Parameters k, fiir die die gegebenen Punkte eine
dreiseitige Pyramide aufspannen.

12.2 Bestimmen Sie, fiir welche Werte des Parameters k die Pyramide ein regulares
Tetraeder, also eine gleichseitige Pyramide ist.

13.0 In einem kartesischen Koordinatensystem des R* sind die Punkte
A (0/k/2-2k) mit ke R und B(5/-3/0) gegeben. (Abitur 2012 BII)

13.1 Bestimmen Sie eine Gleichung der Gerade g, auf der alle Punkte A liegen.

- 0 0
(Mégliches Ergebnis: g:x=| 1 |+A| -1 |, AeR)
0 2

13.2 Berechnen Sie den Parameterwert k so, dass der zugehdérige Punkt Ax den
kleinstmoglichen Abstand vom Koordinatenursprung hat.

13.3 Zeigen Sie, dass jeder Punkt Ax mi dem Punkt B eindeutig eine Gerade hi festlegt, und
stellen Sie eine Gleichung der Geraden hi in Abhdngigkeit von k auf.

13.4 Ermitteln Sie eine Gleichung in Normalenform fiir die Ebene E, die durch die Punkte
Ao, A1 und B festgelegt ist.

(Mégliches Ergebnis: E:8x +10x,+5x,—10=0)

13.5 Geben Sie eine Gleichung der Geraden r an, die in der Ebene E liegt, den Punkt B
enthalt und nicht zur Menge der Geraden hy gehort. Begriinden Sie Ihr Ergebnis
mithilfe einer Skizze.

14.0 Geben Sie jeweils eine Ebene in Normalenform an, die die folgende besondere
Lage hat.

14.1 Die Ebene enthalt den Ursprung.

14.2 Die Ebene ist parallel zur x,-x3-Ebene.
14.3 Die Ebene enthdlt die x3-Achse.

14.4 Die Ebene ist die x1-x3-Ebene.

14.5 Die Ebene ist echt parallel zur x3-Achse.

14.6 Die Ebene enthalt den Ursprung und ist parallel zur x;-Achse.

Jochen Weber
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15.0 Im Baugebiet Il steht eine alte Kirche, deren Dach im Rahmen der Sanierung abgedeckt
wurde.
Leider brannte kurz darauf der Dachstuhl aufgrund eines Blitzeinschlags ab.
Mit den Aufzeichnungen im Kirchenarchiv konnte nicht ermittelt werden, wie hoch das
pyramidenférmige Dach mit quadratischer Grundflache ABCD mit den Eckpunkten
A(918]|418|60), B(922|418|60) und C(922]|422|60) einmal war.

(Abitur 2019 Nachtermin Teil 2)

15.1 Auf alten Fotos ist zu erkennen, dass sich die Spitze S der Pyramide senkrecht iber dem
Mittelpunkt der Grundflache ABCD befindet. AuRBerdem scheint die Pyramide etwa um
die Halfte hoher zu sein als die Kantenldange der quadratischen Grundflache.
Bestimmen Sie unter diesen Voraussetzungen die Ebenengleichung E, in der die
Dachflache ABS liegt, in Koordinatenform.

15.2 Aufgrund der abgedeckten Dachschindeln konnte ermittelt werden, dass die
Dachseitenflachen einen Flacheninhalt von insgesamt 48 m? besaRen.
Berechnen Sie hiermit die Koordinaten der Spitze S. Runden Sie beim Ergebnis auf
eine Nachkommastelle.
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Losungen
|o 1 3
1.1E: x=| 1 |+k| -1 |+t| 5 E:x1+Xx2+4x3—9=0
2 0 -2
| 4 1 2
1.2E: x=| 3 |+k| -2 |+t| O E:-2x1+5x2+4x3—11=0
1 3 1
- 7 3 -6
21E: x=| -1 |+k| -1 [+t 5
-1 3 -1

2.2 Der Punkt P liegt auf der Geraden g, also kann mit der Geraden g und P keine Ebene E
festgelegt werden.

4 2 —4
3.1 Geraden g und h sind parallel; E: x=| -1 |+k| -1 |+t 2
2 4 -1
| = -2 2
3.2 Geraden g und h schneiden sich in S(-5/-5/4); E: x=| -3 |+k| -3 |[+t| 1
2 1 -1

4.1 Die Richtungsvektoren sind linear unabhéangig, also beschreibt die Gleichung eine Ebene
durch den Nullpunkt.

4.2 Die Richtungsvektoren sind linear abhangig, also beschreibt die Gleichung eine Gerade,
aber keine Ebene im Raum.

4.3 Die drei Richtungsvektoren sind linear abhangig, also beschreibt die Gleichung eine

Ebene.
B -1 2 -4
5E x=| 0 |+kl -1 |+t 1
2 1 -2

6.1 Parallel zur x1-x2-Koordinatenebene heildt: x3 = p3; E: x3=-2;
6.2E:x1=3

7 P einsetzen in E und nach p1 auflésen: p1=-5;
R ¢ E, Qe€eE
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8
Ebene durch die Punkte A,B und C aufstellen:
o - 2 -5 -3
E:xx=a+s-AB+t-AC =E:x=| -4 |+s:| 5 |+t 6
0 4 0
0 2 -5 -3 5
0 [=| -4 |+s:| 5 [+t 6 =s=0 und t=—
0 0 4 0 3
= der Ursprung liegt innerhalb des Dreiecks ABC
B 0 0 X1+4
91 n=| 1 =E: 1 || x,-1 |=0 =E:x,—1=0
0 0
x3—3
9.2
2 2 X1+4
n=| -1 =E:| -1 || x,-1 |=0 =E:2(x +4)-1(x,—-1)-1(x,—3)=0
-1 -1 x,—3
:>E:2x1—x2—x3+12:0
10
- -2 0 -3 - -2 0 -3
g:x= 3 |+A] 1 |+At| O =E:x=| 3 |+s| 1 |+t O
1 0 2 1 0 2
Normalenform der Ebene E:
o -3 2 2 || X2
n= 1 |X|] 0 |=| O =E:| O x,—3 |=0 =E:2(x +2)+3(x,—-1)=0
0 2 3 3 x,—1
:>E:2x1+3x3+1:0
11.1
o pP—q pP—q
ab=| —p p|=(P—a)-p’+q-(2p—q)=
q 2p—q

=p’—2pg+q’ —p’+2pq—-q’ =0

= a und b stehen aufeinander senkrecht unabhangig von der Wahl von p und q.
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11.2

- 1
n = -2 |X
1
4 X
=E: 1 X,
_2 X

12.1

Die gegebenen Punkte spannen eine dreiseitige Pyramide auf, wenn

z.B. P, Qund R eine Ebene aufspannen und S, nicht in der Ebene liegt.

B 1 -1
E:x=| 0 [+A] 1
0 0
- -1 -1
n = 1 X
0 1
1 X,
=E:| 1 X, |-
1 X

-1
0
1

=0 :>E:x1+x2+x3—1:0

1
S, einsetzen: k+k+k—-1=0 :>k:§

1
=firke R\{O’E} spannen die Punkte eine dreiseitige Pyramide auf.

Jochen Weber
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12.2
[ = 2] [ o
PQ=| 1 PR=| © QrR=| -1

0 1 1

I T T T R
PS. =| & Qs =| k-1 | RS =| k
K K k-1
=[Ps | =[as|=[Rs | =i+ (k=1 = Vi i 41 -2+ 1 =3 -2k 41

:>\/3k2—2k+1:\/5 =3k’—2k+1=2 =3k’-2k-1=0
2+\4-4.3.(-1) 2416 2+4
6

=k

vz 6 6
=k =1 k,=—-
- 0 0
13.1 g:x=| o |+k:| 1 keR
2 -2
13.2
S 0
OA, = k
2-2k
. 0 0
OAkJ_rg:> k of 1 |=0
2-2k -2

=k+(2-2k)-(-2)=0 =k—4+4k=0 =k=0,8

13.3
5 0 0 5=0(f)
-3 |=| o |+k| 1 = _3-k =—B¢#g
0 2 -2 0=2-2k

= A, _und B legen eine Gerade h, fest

- 5 0 5 -

=h x=| _3 |+s- k - =3 =h x=| _3 |+s:| k+3
0 2-2k 0 0 2-2k

seR

Jochen Weber
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5

+t| -3 s,teR

-2

-8
-10
-5

0
0 ||=0 =E:—8x —10x,—5x,+10=0

2

134
AO(O/O/Z) A1(0/1/0) B(5/-3/0)
- 0 0
E:x=| o |+s] 1
2 =2
— 0 5
n=| 1 [X| -3
-2 -2
-8 X,
E:l —10 |°of| X, |-
-5 X3
13.5
%
- 5 0
r:x=| -3 |+t
0 2

14.1 E:x1—2x2+3x3=0
14.2 E:x1—2=0

14.3 E:x1—2x2=0
14.4 E:xZ:O

14.5 E:2x,—3x,+5=0
14.6 E:3x +x,=0

Jochen Weber
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15.1
—_— 4 —_—
AB=| O :‘AB‘:4 = Die Pyramide ist etwa 6 m hoch
0
~ . - 920 ~ 920
m:—-(a+c)= 420 =s=| 420
2 60 66
- 918 . - . 918 2 4
E:x=| 418 |+s-AS+t-AB E:x=| 418 |+s 2 |+t O
60 60 6 0
- 2 4 0
n=l 2 |x| 0 |=| 24
6 0 -8
0 X 918
E 24 |o X, 418 =0 =E:24x,—-8x,—9552=0
-8 60
X3
15.2
2
Dachseltenflache ‘AB X AS‘ mlt AS = 2
X
4 2 0 0
0 2 —4x —4x [=+16x*+64
0 X 8 8
1
:> J—

16x*+64 =24 =16x*+64=576

x2=\/3—2z5,7

16x +64=48 =

N

32)

=x'=32 =(x =

2] ] 2 918 920
=AS=| 2 | s=| 2 |+| 418 |=| 420 | =5(920|420]65,7)
5,7 5,7 60 65,7



